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Eserizio 1 (12 punti) La spesa di un liente asuale di un bar è una variabile esponenziale di media 5 Euro.
Ogni 6 Euro di spesa un liente del bar rieve un biglietto di una lotteria he risulta vinente on probabilità
0.30. (Tutte le probabilità vanno approssimate alla seonda ifra deimale).
a. Determinare la probabilità he il liente spenda più di 10 Euro.
b. Determinare il valore atteso per il numero di biglietti rievuti da un liente asuale.
. Determinare la probabilità he un liente rieva esattamente un biglietto vinente.
d. Veriare he se A,B,C sono tre eventi in uno spazio di probabilità allora
P (A ∩B|C) = P (A|B ∩C)P (B|C).
e. Calolare la probabilità he il liente abbia speso meno di 15 euro sapendo he ha trovato esattamente
un biglietto vinente.
Soluzione.
a. Detta X la spesa del liente asuale si ha X ∼ Exp(1/5) e quindi
P (X > 10) = e−
10
5 = 0.14.
b. Sia Y la vairiabile numero di biglietti rievuti. Abbiamo
P (Y = k) = P (6k < X < 6k + 6)
per ogni k ≥ 0. Per ui P (Y = 0) = P (0 < X < 6) = 1 − e−6/5 = 0.70 e similmente P (Y = 1) =
e−6/5 − e−12/5 = 0.21, P (Y = 2) = 0.06, P (Y = 3) = 0.02, P (Y = 4) = 0.01 e P (Y = k) = 0 per
ogni k > 4. Abbiamo quindi
E[Y ] = 1 · 0.21 + 2 · 0.06 + 3 · 0.02 + 4 · 0.01 = 0.43.
. Sia Z la variabile numero di biglietti vinenti rievuti. Abbiamo, usando la formula delle proba-
bilità totale
P (Z = 1) = P (Z = 1|Y = 1)P (Y = 1) + P (Z = 1|Y = 2)P (Y = 2)
+ P (Z = 1|Y = 3)P (Y = 3) + P (Z = 1|Y = 4)P (Y = 4)
= 0.30 · 0.21 + 2 · 0.30 · 0.70 · 0.06 + 3 · 0.30 · 0.702 · 0.02 + 4 · 0.30 · 0.703 · 0.01
= 0.10
d. Si ha
P (A ∩B|C) =
P (A ∩B ∩C)
P (C)
=
P (A ∩B ∩C)
P (B ∩ C)
P (B ∩C)
P (C)
= P (A|B ∩ C)P (B|C).
e. Abbiamo
P (X < 15|Z = 1) = P (6 < X < 12|Z = 1) + P (12 < X < 15|Z = 1)
= P (Z = 1|6 < X < 12)
P (6 < X < 12)
P (Z = 1)
+ P (Z = 1|12 < X < 15)
P (12 < X < 15)
P (Z = 1)
= 0.30
e−6/5 − e−12/5
0.10
+ 2 · 0.30 · 0.70
e−12/5 − e−15/5
0.10
= 0.80.
Eserizio 2 (10 punti) Sia
f(s) =
{
as(s− 20) se 0 ≤ s ≤ 20
0 altrimenti.
una funzione dipendente da un parametro reale a.
a. Mostrare he esiste un unio valore a per ui f(s) è la densità di una variabile aleatoria ontinua X .
b. Determinare il valore atteso E[X ].
. Stabilire se P (X > 5|X > 4) = P (X > 1).
Soluzione
a. Si ha f(s) ≥ 0 per ogni s ∈ R se e solo se a ≤ 0. Inoltre aloliamo l'integrale su tutto R∫ +∞
−∞
f(s) ds =
∫ 20
0
as(s− 20) ds = −
4000
3
a
da ui, per essere 1, otteniamo a = − 3
4000
he essendo < 0 è aettabile.
b. Osserviamo he il grao di f(s) è una parabola he si annulla in 0 e 20 ed è quindi simmetria rispetto
all'asse s = 10. Deduiamo he E[X ] = 10. Altrimenti possiamo alolare
E[X ] = −
3
4000
∫ 20
0
(s3 − 20s2)ds = −
3
4000
[s4
4
−
20s3
3
]20
0
= 10.
. Abbiamo
P (X > 5|X > 4) =
P (X > 5)
P (X > 4)
=
− 3
4000
∫ 20
5
(s2 − 20s) ds
− 3
4000
∫ 20
4
(s2 − 20s) ds
=
[s3/3− 10s2]205
[s3/3− 10s2]204
=
3375
3584
= 0.95.
Invee
P (X > 1) = 1− (−3/4000))
∫ 1
0
(s2 − 20s) ds
= 1+
3
4000
(−29/3)
=
3971
4000
= 0.99
per ui le due probabilità sono diverse.
Eserizio 3 (10 punti) Consideriamo 80 variabili aleatorie indipendenti X1, . . . , X80 uniformi nell'insieme
{1, 2, 3}.
a. Determinare P (X1 + · · ·+X80 > 122).
b. Determinare P (X1 −X2 +X3 −X4 · · ·+X79 −X80 > 3).
. Determinare P (X1 + 2X2 +X3 + 2X4 + · · ·+X79 + 2X80 > 200).
Soluzione. a. Le Xi hanno valore atteso E[Xi] =
1
3
1 + 1
3
2 + 1
3
3 = 2 per ogni i. Inoltre
E[X2i ] =
1
3
1 +
1
3
4 +
1
3
9 =
14
3
da ui Var(Xi) =
2
3
per ogni i. La variabile X = X1 + · · ·+X80 per il teorema limite entrale è
X ∼ N(160,
160
30
)
per ui
P (X > 122) = P
(
ζ0 >
122− 160√
160/3
)
= P (ζ0 > −5.20) = 1
b. Poniamo Y1 = X1−X2, Y2 = X3−X4 e osì via. Abbiamo E[Y1] = 0 e Var(Y1) = Var(X1)+Var(X2) =
4
3
.
Per il teorema limite entrale Y = Y1 + · · ·Y40 soddisfa Y ∼ N(0,
160
3
per ui
P (Y > 3) = P
(
ζ0 >
3− 0√
160/3
)
= P (ζ0 > 0.41) = 0.34.
. Poniamo ora Z1 = X1+2X2, Z2 = X3+2X4,...Abbiamo E[Z1] = 6 e Var(Z1) = 1Var(X1)+4Var(X2) =
10
3
per ui Z = Z1 + · · ·+ Z40 ∼ N(240,
400
3
) e quindi
P (Z > 200) = P
(
ζ0 >
200− 240√
400/3
)
= P (ζ0 > −3.46) = 1.
